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���555���mmm������ÚÚÚ©©©)))

�V1, V2´k���5�mV�f�m,KV = V1 ⊕ V2�du:

(1) V = V1 + V2 �V1 ∩ V2 = 0.

(2) dimV = dimV1 + dimV2 �V1 ∩ V2 = 0.

(3) V = V1 + V2 �dimV = dimV1 + dimV2.

(4) V1ÚV2�Än¤V�Ä.

(5) é?¿�α ∈ V, kα = α1 + α2, α1 ∈ V1, α2 ∈ V2,
�L«{��.
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�V1, V2, · · · , Vm´k���5�mV�f�m, X
JV1 + V2 + · · ·+ Vm¥?¿�þα�©)ª

α = α1 + α2 + · · ·+ αm, αi ∈ Vi, i = 1, 2, · · · ,m

´���, K¡V1 + V2 + · · ·+ Vm��Ú, P�V1 ⊕ V2 ⊕ · · · ⊕ Vm.
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�V1, V2, · · · , Vm´k���5�mV�f�m, Ke�·K�d:

(1) V1 + V2 + · · ·+ Vm = V1 ⊕ V2 ⊕ · · · ⊕ Vm;

(2)"��L«{��,=0 = α1 + α2 + · · ·+ αm, αi ∈ Vi,
Kαi = 0(i = 1, 2, · · · ,m);

(3) Vi ∩ (V1 + · · ·+ Vi−1 + Vi+1 · · ·+ Vm) = 0(i = 1, 2, · · · ,m);

(4)Vi�Äξi1, · · · , ξisi(i = 1, 2, · · · ,m)n¤V1 + V2 + · · ·+ Vm��
�Äξ11, · · · , ξ1s1 , ξ21,· · · , ξ2s2 , · · · , ξm1, · · · , ξmsm ;

(5) dim(V1 + V2 + · · ·+ Vm) = dimV1 + dimV2 + · · ·+ dimVm.
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�Äξ11, · · · , ξ1s1 , ξ21,· · · , ξ2s2 , · · · , ξm1, · · · , ξmsm ;
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~~~1.1.

�V = {A ∈ Kn×n|tr(A) = 0}, U = {λIn ∈ Kn×n|λ ∈ K},K
(1) U, V´Kn×n�f�m.

(2) Kn×n = V ⊕ U.

~~~1.2.

�V´ê�Kþ�n���þ�m, V1�V2©O´Kþ�5�§
|x1 = x2 = · · · = xn�x1 + x2 + · · ·+ xn = 0�)�m,
KV = V1 ⊕ V2.
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~~~1.1.

�V = {A ∈ Kn×n|tr(A) = 0}, U = {λIn ∈ Kn×n|λ ∈ K},K
(1) U, V´Kn×n�f�m.

(2) Kn×n = V ⊕ U.

~~~1.2.

�V´ê�Kþ�n���þ�m, V1�V2©O´Kþ�5�§
|x1 = x2 = · · · = xn�x1 + x2 + · · ·+ xn = 0�)�m,
KV = V1 ⊕ V2.
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~~~1.3.

�V´ê�Kþ�k���5�m, V1�Ù�"f�m,XJ�3
���f�mV2,¦�V = V1 ⊕ V2,KV1 = V .

yyy²²². eV1 6= V ,�dimV1 = m,dimV = n,Km < n.�V1���
Äα1, · · · , αm*�V���Äα1, · · · , αm, αm+1, · · · , αn.

-V2 = L(αm+1, · · · , αn),KV = V1 ⊕ V2.
-V3 = L(α1 + αm+1, · · · , αn),��V = V1 ⊕ V3�V2 6= V3.
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~~~1.4. �V1, V2´�5�mV�f�m�V = V1
⊕
V2.

éi = 1, 2, ½Âτi : V −→ Vi, (a1, a2) 7→ ai.(ÝKN�);

σ1 : V1 → V, a1 7→ (a1, 0); σ2 : V2 → V, a2 7→ (0, a2)(i\N�),

Kτi, σi, i = 1, 2 ´�5N�,

�÷vτiσi = idVi ,τjσi = 0(i 6= j),σ1τ1 + σ2τ2 = idV .

d�V =Imσ1τ1⊕Imσ2τ2.
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~~~1.5.

�ϕ´k���5�mVþ��5C�,Kϕ �_⇐⇒
eV = V1 ⊕ V2§KV = ϕ(V1)⊕ ϕ(V2).

yyy²²²VVV���. �α1, · · · , αr�αr+1, · · · , αn©O´V1,V2���
Ä,dV = V1 ⊕ V2,Kα1, · · · , αn�V���Ä.
eV = ϕ(V1)⊕ ϕ(V2),Kϕ(α1), · · · , ϕ(αn)�5Ã'§lϕ�_.

��,eϕ�_,Kϕ(α1), · · · , ϕ(αn)�V���Ä,l
V = L(ϕ(α1), · · · , ϕ(αn)) = L(ϕ(α1), · · · , ϕ(αr))⊕
L(ϕ(αr+1), · · · , ϕ(αn)),=V = ϕ(V1)⊕ ϕ(V2).
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�V´k���5�m, A´Vþ��5C�, K

dim(ImA) + dim(KerA) = dim(V ).

5:��/,�7kV = ImA⊕ KerA.
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dim(ImA) + dim(KerA) = dim(V ).
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~~~2.1. �ϕ´n��5�mVþ��5C�,K

(1)Kerϕ ⊆ Kerϕ2 ⊆ · · · ⊆ Kerϕm ⊆ · · · ;
(2)Imϕ ⊇ Imϕ2 ⊇ · · · ⊇ Imϕm ⊇ · · · ;
(3)�3��ês,¦�Kerϕs = Kerϕs+1;

(4)�3��êt,¦�Imϕt = Imϕt+1;

(5)eKerϕs = Kerϕs+1,Kéu?¿���êi,kKerϕs = Kerϕs+i;

(6)eImϕt = Imϕt+1,Kéu?¿���êi,kImϕt = Imϕt+i;

(7)Kerϕs = Kerϕs+1�¿©7�^�´Imϕs = Imϕs+1;

(8)�3s,¦�V = Imϕs ⊕ Kerϕs.
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~~~2.2. �ϕ´n��5�mVþ��5C�, KV = Imϕ⊕ Kerϕ

�du:

(1) Kerϕ = Kerϕ2;

(2) Imϕ = Imϕ2;

(3) dim Kerϕ = dim Kerϕ2;

(4) dim Imϕ = dim Imϕ2;

(5) Kerϕ ∩ Imϕ = 0;
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~~~2.3. �V´n��5�m, A´Vþ��5C��dim Im(A) < n,
y²V = ImA⊕ KerA ⇐⇒ 0´mA(λ)�ü�.

yyy²²²VVV���.�α1, · · · , αn´V���Ä,A3ù�Äe�Ý
´A.d
udim Im(A) < n,K0´A�A��.e0�rA��,KdA��q
IO.�r(A) 6= r(A2), �V = ImA⊕ KerAgñ.

��§e0´mA(λ)�ü�,KJordan¬¥áu0���¬�ê�1§
lr(A) = r(A2), V = ImA⊕ KerA.
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~~~3.1. �V´k���5�m�A´Vþ����5C�,
KV = ImA⊕ KerA,
Ù¥ImA = Ker(idV −A),KerA = Im(idV −A).
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~~~3.2 �V´k���5�m�V = V1 ⊕ V2,K�3���Vþ�
���5C�ϕ, ¦�V1 = Imϕ, V2 = Kerϕ.

y²V�:duV = V1 ⊕ V2,Kéu∀α ∈ V ,α = α1 + α2�L«{
��.-ϕ(α) = α1 + 0,Kϕ2 = ϕ.ØJ�yImϕ = V1, Kerϕ = V2.

(��5)e�3���5C�ψ, ¦�V1 = Imψ, V2 = Kerψ.éu
?¿α ∈ V ,�Äv = ψ(α)− ϕ(α),��¡,duImϕ = Imψ = V1,¤
±v ∈ V1.,��¡,duψ(v) = 0,¤±v ∈ V2,lv = 0.=ψ = ϕ.
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~~~3.3 �ϕ1, ϕ2, · · · , ϕs´n��5�mV�s�ØÓ��5C�,�
÷v:

(1) ϕ2
i = ϕi, 1 ≤ i ≤ s;

(2) ϕiϕj = 0, 1 ≤ i 6= j ≤ s;
(3) Kerϕ1∩Kerϕ2 ∩ · · · ∩Kerϕs = 0.

KV =Imϕ1⊕Imϕ2 ⊕ · · ·⊕Imϕs.
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yyy²²²VVV���:

1) eα = ϕi(β) = Σj 6=iϕj(αj),Kϕi(α) = ϕ2
i (β) = ϕi(β) =

α =ϕi(Σj 6=iϕj(αj)) = 0,¤±Imϕi ∩ (Σj 6=iImϕj) = 0.

2) éu?¿α ∈ V ,
α = ϕ1(α) + · · ·+ ϕm(α) + [α− (ϕ1(α) + · · ·+ ϕm(α))],
α− (ϕ1(α) + · · ·+ ϕm(α)) ∈ Kerϕ1 ∩ · · · ∩ Kerϕs = 0.u
´α = ϕ1(α) + · · ·+ ϕm(α), lV = Imϕ1 + Imϕ2 + · · ·+ Imϕs.
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~~~4.1.

�V´ê�Kþk���5�m, A´Vþ��5C�§
�f1(x), f2(x) ∈ K[x]�(f1(x), f2(x)) = 1,ef(x) = f1(x)f2(x)§
KKerf(A) = Kerf1(A)⊕Kerf2(A).

yyy²²². du(f1(x), f2(x)) = 1,K�3u1(x), u2(x) ∈ K[x],¦
�u1(x)f1(x) + u2(x)f2(x) = 1,l
u1(A)f1(A) + u2(A)f2(A) = E. ?¿α ∈ Kerf(A),α =
u1(A)f1(A)α+ u2(A)f2(A)α ∈ Kerf2(A) + Kerf1(A), ¤
±Kerf(A) = Kerf1(A)+Kerf2(A). qKerf1(A) ∩ Kerf2(A) =0,¤
±Kerf(A) = Kerf1(A)⊕Kerf2(A).

ÚV �5�m��Ú©)



�5�m��Ú©)�½Â9~f �5C����Ø��5�m��Ú©) ��C���5�m��Ú©) JordanIO.��5�m��Ú©)

JordanIO.��5�m��Ú©)

~~~4.1.

�V´ê�Kþk���5�m, A´Vþ��5C�§
�f1(x), f2(x) ∈ K[x]�(f1(x), f2(x)) = 1,ef(x) = f1(x)f2(x)§
KKerf(A) = Kerf1(A)⊕Kerf2(A).

yyy²²². du(f1(x), f2(x)) = 1,K�3u1(x), u2(x) ∈ K[x],¦
�u1(x)f1(x) + u2(x)f2(x) = 1,l
u1(A)f1(A) + u2(A)f2(A) = E. ?¿α ∈ Kerf(A),α =
u1(A)f1(A)α+ u2(A)f2(A)α ∈ Kerf2(A) + Kerf1(A), ¤
±Kerf(A) = Kerf1(A)+Kerf2(A). qKerf1(A) ∩ Kerf2(A) =0,¤
±Kerf(A) = Kerf1(A)⊕Kerf2(A).
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·K

�A´Cþn��5�mV��5C�,

mA(λ) = (λ− λ1)l1(λ− λ2)l2 · · · (λ− λs)ls ,

Ù¥λ1, λ2, · · · , λs´A��ÜpÉA��,
KV = Ker(A− λ1idV )l1 ⊕Ker(A− λ2idV )l2 ⊕ · · · ⊕Ker(A− λsidV )ls .
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~~~4.2. �V´ê�Kþk���5�m, ϕ´Vþ��5C�,ϕ3
Äξ1, ξ2, · · · , ξne�Ý
´

a 0 0 · · · 0 0
1 a 0 . . . 0 0
0 1 a · · · 0 0
...

...
...

...
...

0 0 0 · · · a 0
0 0 0 · · · 1 a


.

KVØU©)¤ü��²��ϕ-f�m��Ú.
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yyy²²². �U�?¿���"ϕ−ØCf�m, ?����"�
þα ∈ U . dα ∈ V , ��α = a1ξ1 + a2ξ2 + · · ·+ anξn,
Ka1, a2, · · · , anØ��". Ø��ai´a1, a2, · · · , an¥1��Ø�
"ö, d�

α = aiξi + ai+1ξi+1 + · · ·+ anξn ∈ U.

�âϕ(α)− aα ∈ U��

aiξi+1 + ai+1ξi+2 + · · ·+ an−1ξn ∈ U.

2�âϕ(aiξi+1 + ai+1ξi+2 + · · ·+ an−1ξn)− a(aiξi+1 +
ai+1ξi+2 + · · ·+ an−1ξn) ∈ U ��

aiξi+2 + ai+1ξi+3 + · · ·+ an−2ξn ∈ U.

±daí,��·�kaiξn ∈ U . duai 6= 0, Ïdξn ∈ U .

?¿ü��²�ϕ−ØCf�mV1, V27�¹ξn, �V1 ∩ V2 6= 0, l
VØU©)�ü��²�ϕ−ØCf�m��Ú.
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·K

�V´ê�Kþk���5�m, A´Vþ��5C�,W´A-ØCf�
m,KWØU©)¤ü��²�A-ØCf�m��Ú�¿©7�^�
´W�Ì�f�m.

ÚV �5�m��Ú©)



�5�m��Ú©)�½Â9~f �5C����Ø��5�m��Ú©) ��C���5�m��Ú©) JordanIO.��5�m��Ú©)

���[�
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